Espacios conexos

Espacios conexos

Sea (X, T) un espacio topolégico. Se dice que X es conexo si no existen U, V abiertos
no vacios talesque UNV =0, UU V = X.

Si X no es conexo, dos conjuntos U y V en las condiciones anteriores forman una
separacion de (X, 7).

Proposicion. a) Un espacio X es conexo si y solo no existen U, V cerrados no vacios
talesque UNV =0, UUV = X.

b) Un espacio X es conexo si y solo si los tnicos subconjuntos de X que son abiertos y
cerrados en X son el conjunto vacio y el propio X.

Demostracion. Inmediata teniendo en cuenta que un conjunto es cerrado si y solo si s
complementario es abierto.

Observacion. Si X un espacio topoldgico y A C X, cuando hablemos de si A es conexo
se entenderd con la topologia de subespacio.

Es facil ver que, entonces, A no es conexo si y solo si existen U,V C X, U, V abiertos
de X, talesque ACUUV, ANU#0, ANV #£0, AnUNV = 0.

Un par U, V en las condiciones anteriores lo llamaremos separacién de A en X.
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Espacios conexos

Ejemplos de espacios conexos y no conexos

a) (X, T:) es conexo (el tnico abierto no vacio es X).

b) (X,7T4), con | X| > 1, no es conexo.

Demostracion. Dado xg € X, U = {xo}, V = X \ {xo} es una separacién de (X, T 4).
c) (R,77)) no es conexo.

Demostracién. U = (—00,0), V = [0,00) es una separacién de (R, 7).

d) (R\{0},7.) no es conexo.

Demostracion. U = (—o0,0), V = (0, 00) es una separacién de (R\{0}, T ,).

e) (R, T,) es conexo.

Demostracion. Supongamos que U, V' es una separaciéon de R y sean u € U, v € V.
Podemos suponer que u < v. Sea A= {v' € U | (u,v’) C U} que cumple que A # ()
(por U abierto) y que v es cota superior de A. Sea o = sup A.

Supongamos que o € U. Como U es abierto existe ¢ > 0 tal que (&« — e, a0 +¢) C U.
Como v = sup A, existe v € (a— ¢, ] tal que v’ € A. Entonces (u,uv’) C Uy por tanto
(u,a+¢) € U. Luego a + ¢ € A (Contradiccién con a = sup A).

Supongamos que o € V. Como V es abierto existe ¢ > 0 tal que (&« — e, +¢) C V.
Pero entonces o — ¢ seria cota superior de A (Contradiccion con o = sup A).

f) La recta digital es conexa.

Demostracion. Es una adaptacién de la anterior. 2



Espacios conexos

Imagenes continuas de espacios conexos
Proposicion. Sea X conexoy sea f : X — Y continua. Entonces f(X) es conexo.

Demostracion. Supongamos que f(X) no es conexo. Sea U, V una separacién de f(X)
en Y. Entonces f~1(U) y f~*(V) son conjuntos abiertos disjuntos no vacios cuya unién
es X. Luego X no es conexo. Contradiccién.

Corolario. Si X e Y son homeomorfos, entonces X es conexo si y solo si lo es Y.
Es decir, la conexién es una propiedad topoldgica.

Ejemplo. Los intervalos (a, b), (a,00), (00, b) son conexos (por homeomorfos a R).
Corolario. Si X es conexo y X* es un espacio cociente de X, entonces X* es conexo.
Ejemplo. S! es conexo.

Ejemplo. S'y el intervalo (0,1) no son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que lo fueran. Sea f : (0 1) — S un homemorfismo.
Entonces f‘(O,l)\{%} (0,1)\ {3} — S*\ {f(3)} serfa un homeomorfismo.

Contradiccién pues (0,1) \ {3} no es conexo (U = (0,3),V = (3,1) forman una

separacién de (0,1) \ {3}), pero S*\ {f(3)} si lo es (por ser homeomorfo a (0, 1)).
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Espacios conexos

Adherencias de espacios conexos
Lema. Sea U, V una separacién de X, ysea AC X, Aconexo=AC Uo AC V.

Demostracion. Sean U= UNAy V' = VN A, abiertos en A, tales que U' NV’ =0,
UuV' =A ComoAesconexo, o U'=0yAcCcV' CcV,oV =0yAcC U cCU.

Proposicion. Sea X espacio topoldgico, A C X, A conexoysea AC B C A. Entonces
B es conexo. En particular, si A C X es conexo, entonces A es conexo.

Demostracién. Sea A conexoy sea AC B C A.

Supongamos que B no es conexo y sea U, V una separacién de B (U, V abiertos de B).
Como A es conexo, por el Lema anterior, AC U o AC V. Supongamos que A C U.
Sea V' abierto de X tal que V = V' N B. Entonces UN V' = () y por tanto AN V' = ().
Esto implica que A N V' = y por tanto BN V' = (), luego V = ). Contradiccién.

Corolario. Los intervalos cerrados y semiabiertos son conexos en la topologia usual.
1

Ejemplo. S = {(X,sen (—)) | x € (0, 1]} U ({0} x [-1,1]) es conexo en T ,,.
X

1
Demostracion. Sea Sy = {(X, sen <—)> | x € (0,1]} que es conexo (pues es la
x

imagen de (0, 1] por una aplicacién continua). Como S = Sg, entonces S es conexo. /21



Espacios conexos

Uniones de espacios conexos

Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Sea {A; | i € I} una familia de subespacios
conexos de X tal que (;.; Aj # (). Entonces | J,., A; es conexo.

Demostracién. Supongamos que Y = | J;., Aj no es conexo. Sea U, V una separacién
de Y. Sea p € (), Ai y supongamos que p € U. Dado i € I, como A; es conexo,
Ai C UoA; C V, perocomo p € UNA,, hadeser A; C U. Portanto Y = J,., Ai C U
y U, V no es una separacién de Y. Contradiccion.

Ejemplo. El pendiente hawaiiano H = (J;2; S1(%,0), unién de circunferencias de centro

1
(£,0) y radio —, es conexo en T,,.
n
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Espacios conexos

Productos de espacios conexos

Proposicion. X x Y es conexo si y solo si X e Y son conexos.

Demostracion. =) Consideramos las proyecciones p; : XXY — X, pp : XxY — Y,
continuas y suprayectivas. Entonces, si X X Y es conexo, X e Y son conexos.

<) Para cada (x,y) € X x Y, los espacios X x {y} y {x} x Y son conexos por ser
homeomorfos a X e Y, respectivamente.

Por tanto, para cada (x,y) € X x Y, el espacio T(,,) = (X x {y}) U ({x} x Y) es
conexo ya que es la unién de dos espacios conexos con un punto (x,y) en comun.
Finalmente, si fijamos yo € Y/, se tiene que X X Y = |J,.x T(x,y), que es conexo por ser
la unién de espacios conexos con interseccion (), oy Tix,) = X X {yo} # 0.

Observacion. El resultado anterior es cierto para cualquier producto finito.
Corolario. [0, 1] x [0, 1] es conexo y por tanto todos sus espacios cocientes también.

Corolario. (R",7,) es conexo
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Espacios conexos

Componentes conexas

Dado X espacio topoldgico, una componente conexa de X es un subconjunto conexo
maximal de X. Es decir, C es una componente conexa de X si C es conexo y cumple que
si C C D entonces D no es conexo.

X es totalmente desconectado si sus componentes conexas son los puntos.

Ejemplos. a) Las componentes conexas de (X, T 4) son los puntos.
b) Las componentes conexas de (R, 77,) son los puntos.

1
c) Las componentes conexas de ({— | ne N} ,Tu) son los puntos.
n

1
d) Las componentes conexas de ({— | ne N} U {0},7 . ) son los puntos.
n

e) Las componentes conexas de (R\{0},7,) son (—o0,0) y (0, c0).

Observacion. Las componentes conexas de X son subespacios disjuntos, conexos y
cerrados de X cuya unién es X, tales que cada subespacio conexo de X estd contenido
en una de ellas. Si X tiene un nimero finito de componentes, también son abiertas.

Observacion. Las componentes conexas de X son las clases de equivalencia de la relacién

de equivalencia en X: x ~ y < existe un subespacio conexo de X que contiene a x e y.
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 1. Si X es un espacio conexo cuando usamos cierta topologia, jdebe seguir
siéndolo si utilizamos otra menos fina? jy con otra mas fina? llustrarlo con ejemplos.

Solucién: Sean 7, C T, C T3 topologias en X.

Si (X, T2) es conexo, también lo es (X, 7T1) pues si existiera una separacién de X en T
también seria separacién de X en T,. Sin embargo, (X, 7T3) no tiene por qué ser conexo.
Un ejemplo para ilustrarlo seria R y las topologias 7; C 7, C T4, que cumplen que
(R, 7,)y (R, 7T:) son conexos, pero (R, 7T 4) no lo es.

Ejercicio 2. Si A es un subconjunto conexo de un espacio topoldgico, j puede asegurarse
que el interior y la frontera de A son también conexos?

Solucién: Ninguna de las dos cosas tiene que cumplirse.

Por ejemplo, A = B1(1,0) U B;(—1,0) es conexo pero A = B;(1,0) U By(—1,0) no es
conexo.

Por otra parte, A= B(0,0) \ Bi(0,0) es conexo pero Fr(A) = 5;(0,0) U S»(0,0) no es
conexo (es una unién de circunferencias).
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Espacios conexos

Ejercicios

1
Ejercicio 3(a). Sea A= {(x,y) | xy =0} U {(x, —) | x # 0}.

X
iEs A conexo con la topologia de subespacio de R? con la topologfa usual?
Solucién: Sean U = {(x,y) | x >0,x > %} y V :R2\{(x,y) | x >0,x > %} y
Entonces U, V es una separacién de A en R? pues Uy V son abiertos de R? X tales que
ACUUV, ANU#D, ANV #AD AnUNV = 0.
Solucién alternativa: Sea B = {(x, ) | x >0} C A tal que
_B 40,
-B#A,
- B es abierto en Apues B=V NAcon V = {(x,y) | x>0,y > 2} abierto de R?,

- B es cerrado en A pues B=FNAcon F={(x,y)| x>0,y > -} cerrado de R®.
Por tanto, A no es conexo pues tiene un subconjunto propio no vacio abierto y cerrado.
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 3(b). Sea

5:{<(1—%) cos t, (1—%) sent) | tzl}u{(cost,sent) |t >1}.

iEs S conexo con la topologia de subespacio de R? con la topologia usual?

Solucién: Sea S = {((1—1)cost, (1 —1)sent)|t>1} que es conexo por
ser la imagen de [1,00) por la funcién continua f : [1,00) — R? dada por
f(t)=((1—1)cost,(1—12)sent).

t t
Como S = S;, S también es conexo.

Ejercicio 4. Caracterizar todos los subconjuntos conexos de (R, 7 ¢¢).

Solucién: Utilizaremos que un conjunto no es conexo si y solo si existen existen U, V
cerrados no vacios talesque UNV =0, UU V = X.

Teniendo en cuenta que en la topologia de los complementos finitos un conjunto es
cerrado si y solo es finito, es inmediato ver que A C R es no conexo en la topologia de
los complementos finitos si y solo si es finito y tiene al menos 2 elementos.
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 5. Sean {A, | n € N} subespacios conexos de un espacio X.
a) {Si Ay C Ay C A3 C ... se tiene que | J:2; A; es conexo?
b) ;Si A; D Ay D A3 D ... se tiene que ﬂf’il A; es conexo?
Solucién: a) Es conexo por ser unién de conexos con (2, A; = Ay # 0.
b) No tiene por qué ser conexo. Por ejemplo, si A; = R*\({0} x (—o0, ], se tiene que
todos los A; son conexos pero (72, A; = R?\ ({0} x R) no lo es.
Otro ejemplo serfa A; = {(x,y) € B1(0,0) |y #06y =0,x <1—1},

ﬂl lA

E_jerCICIO 6. Descrlblr las componentes conexas del subconjunto I de los nimeros
irracionales de R con la topologia habitual.

Solucion: Las componentes conexas de I son los puntos pues si A C I tiene dos 0 mas
elementos entonces A no es conexo (Sir,s €I, r <s, existe g € Qtalquer < g <s,y
entonces U ={x € A| x < q}, V ={x € A| x > g} forman una separacién de A). "'*




Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 7. Demuestra que [0, 1], [0,1), S y R no son homeomorfos respecto T .
Solucién: a) Supongamos que f : [0,1] — [0,1) es un homeomorfismo. Si f(0) = p €
(0,1) se tendria que (0,1] ~ (0,1) \ {p} (contradiccién pues el primero es conexo pero
el segundo no). Luego ha de ser f(0) = 0. Andlogamente ha de ser f(0) = 1. Pero
entonces f no seria biyectiva (contradiccién).
b) Supongamos que f : [0,1] — S es un homeomorfismo = [0, 1]\ {3} ~ S*\ {f(3)}
(contradiccidn pues el primero no es conexo pero el segundo si lo es).
c) Supongamos que f : [0,1] — R es un homeomorfismo = [0,1] \ {0} ~ R\{f(0)}
(contradiccién pues el primero es conexo pero el segundo no).
d) Supongamos que f : [0,1) — S! es un homeomorfismo = [0, 1)\ {3} ~ S*\ {f(3)}
(contradiccidn pues el primero no es conexo pero el segundo si lo es).
e) Supongamos que f : [0,1) — R es un homeomorfismo = [0,1) \ {0} ~ R\{f(0)}
(contradiccidn pues el primero es conexo pero el segundo no).
f) Supongamos que f : S* — R es un homeomorfismo = S\ {(1,0)} ~ R\ {f(1,0)}
(contradiccidn pues el primero es conexo pero el segundo no).
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Espacios conexos

Espacios conexos

Ejercicio 8. Sea f : X — Y continua y sobreyectiva de un espacio topoldgico X
sobre un espacio topoldgico Y con n componentes. Probar que X tiene al menos n
componentes conexas. Deducir que dos espacios homeomorfos han de tener el mismo
nimero de componentes conexas.

Solucién: Sean By, Bs, ..., B, las componentes conexas de Y. Paracadai € {1,2...,n}
sea x; € ffl(B,-) y sea A; la componente conexa de X que contiene al punto x;. Entonces
f(A;) es conexo y como f(x;) € B; se tiene f(A;) C B;. Por tanto, A, Ay, ..., A, son
componentes conexas distintas de X. Asi, X tiene al menos n componentes conexas.

Supongamos ahora que X =~ Y, que X tiene m componentes conexas, Y tiene n
componentes conexasy f : X — Y es un homeomorfismo. Por f continua y sobreyectiva
se tiene m > ny por f ! continua y sobreyectiva se tienes n > m. Luego m = n.
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 9. Sea f : (X =R, 7,) — (Y = {(x,y) € R? | xy = 0},7,) una funcién
continua y suprayectiva. Probar que f~({(0,0)}) contiene al menos tres puntos.
Solucion: Sea A = f~1({(0,0)}). Entonces f|g\a : R\A — Y\ {(0,0)} es continua
y suprayectiva.
Como Y \ {(0,0)} tiene 4 componente conexas, por el ejercicio anterior, R\ A tendra al
menos 4 componentes conexas. Esto implica que A ha de tener al menos 3 puntos.
Ejercicio 10. Sean (X = {(x,y) € R? | (x—1)2+y2 = 1}U{(x,y) € R? | (x+1)*+y% =
1}, 7.), (Y =S ={(x,y) : x*+y?> = 1},T,). iExiste alguna funcién continua y
sobreyectiva de X en Y7 ;Y de Y en X7 ;Y si pedimos ademds que sea biyectiva?
Solucidn: Es facil ver que existe f continua y sobreyectiva de X en Y y que también
existe g continua y sobreyectiva de Y en X.
Supongamos que existe f continua y biyectiva de X en Y. Sean a = (2,0), b = (—2,0),
c = f(a), f = f(b). Entonces f|x\(apy : X\ {a, b} — Y\ {c, d} es continuay biyectiva
(contradiccidn pues el primero es conexo pero el segundo no).
Supongamos que existe g continua y biyectiva de Y en X. Sean a = (0,0), b = g~1(0,0).
Entonces f|y\(p) : Y\{b} — X\ {a} es continua y biyectiva (contradiccién pues Y\ {b}
es conexo pero X \ {a} no). 14/21



Espacios conexos

Espacios conexos por caminos

Sean x,y € X espacio topoldgico. Un camino de x a y en X es una aplicacién continua
a:la, b] — X (a,b € R) tal que a(a) = x y a(b) = y.

Un espacio X es conexo por caminos si para cualesquiera x,y € X existe un camino
de x ay.

Ejemplos. a) (R? 7,) (en general, (R",7,)) es conexo por caminos.

b) Cualquier conjunto convexo de (R",7,) es conexo por caminos.

c) (R"\{0},7T,) es conexo por caminos si n > 2.

d) (§" = {x € R"™ | ||x|| = 1}, T.) es conexo por caminos, si n > 1.

Proposicion. Si un espacio X es conexo por caminos entonces es conexo.
Demostracion. Sea xo € X. Para cada x € X existe a, : [0,1] — X un camino en
X de xp a x. Como « es continua y [0,1] es conexo, ay([0,1]) es conexo. Entonces

X = U,ex @x([0,1]) es una unién de conjuntos conexos con interseccién no vacia. Por
tanto X es conexo.

Ejemplo. S = {(X, sen (l>) | x € (0, 1]} U({0} x [—1,1]) es conexo pero no conexo
X

por caminos en la topologia usual. 152



Espacios conexos

Espacios conexos por caminos

Proposicion. Sea X conexo por caminos y f : X — Y continua.
Entonces f(X) es conexo por caminos.

Demostracion. Sean f(x)y f(y), x,y € X, dos puntos de f(X).
Sea v : [0,1] — X un camino en X de x a y.
Entonces f o : [0,1] — Y es un camino en f(X) de f(x) a f(y).

Corolario. La conexién por caminos es una propiedad topoldgica.

Proposicion. Sea {A; | i € I} una familia de subespacios conexos por caminos de un
espacio X tal que ),.; A; # 0. Entonces | J,., A; es conexo por caminos.

Demostracién. Sea p € (),.; Ai. Sean x,y € Y tales que x € A;, y € A;.
Como A;, A; son conexos por caminos, existe a; : [0,1] — A; tal que a1(0) = x,
ai(1) = p, y existe a, : [0,1] — A; tal que ax(0) = py a»(1) = y. Entonces un camino

1
ay(2t) sio<t< 5

iel icl

de xayenYesa:[0,1] — Y dado por a(t) = 1 :
042(21'—1) 5|§§t§1

16 /21



Espacios conexos

Componentes conexas por caminos

Dado X espacio topoldgico, una componente conexa por caminos de X es un
subconjunto conexo por caminos maximal de X. Es decir, C es una componente conexa
por caminos de X si es conexo por caminos y cumple que si C C D entonces D no es
CONExo por caminos.

Ejemplo. Si S — ({0} x [-1,1]) U ({(x,sen G)) yxe(o,l]}) con Ia

topologia usual, las componentes conexas de S son S = {0} x [-1,1] y

) )

Observacion. Las componentes conexas por caminos de X son subespacios disjuntos,
conexos por caminos de X, cuya unién es X, tales que cada subespacio conexo por caminos
de X esta contenido en una de ellas. No son, en general, ni abiertas ni cerradas en X.

Observacion. Las componentes conexas de X son las clases de equivalencia de la relacién
de equivalencia en X dada por: x ~ y < existe un camino en X de x a y.

Observacion. Como conexo por caminos implica conexo, cada componente conexa por
caminos estd contenida en una componente conexa (aunque, como en el ejemplo anterior,
una componente conexa puedes ser unién de varias componentes conexas por caminos).?!



Espacios conexos

Conexion local

Sea X espacio topolégico. X es localmente conexo si para cada x € X y cada entorno
U de x existe un entorno conexo V de x tal que V C U.

X es localmente conexo por caminos si para cada x € X y cada entorno U de x,
existe un entorno conexo por caminos V de x tal que V C U.

Ejemplos. a) (R\{0},7,) no es conexo ni conexo por caminos, pero es localmente
conexo y localmente conexo por caminos.

b) (5 = ({0} x [-1,1) U {(X, sen (%)) | x € (0, 1]} ,7'“), es COnexo pero ni es
conexo por caminos, ni localmente conexo, ni localmente conexo por caminos.

1
) (P=Uper ({3} x0.0) Ul x DD U@ ON.T,) &5 conero

conexo por caminos pero no localmente conexo ni localmente conexo por caminos.
d) (Q,7,) no es ni conexo ni conexo por caminos, ni tampoco localmente.

Observacion. Si un espacio topoldgico X es conexo y localmente conexo por caminos,
entonces es conexo por caminos. El reciproco no es cierto (ver ejemplo c)).
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 11. Sean Sea {A, | n € N} subespacios conexos por caminos de un espacio X.
a) {Si Ay C Ay C A3 C ... se tiene que [J:2; A; es conexo por caminos?
b) ;Si A D Ay D A3 D ... se tiene que ()2, A; es conexo por caminos?
Solucién: a) | J;°, A; es conexo por caminos por ser una unién de espacios conexos por
caminos con interseccién no vacia ((2; Ai = A1).
b) No tiene por qué ser conexo. Por ejemplo, si A; = R*\({0} x (—oo0, i], se tiene que
todos los A; son conexos por caminos pero (72, A; = R?\({0} x R) no lo es.
Otro ejemplo serfa A; = {(x,y) € B1(0,0) | y #06y =0,x <1 -1},
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 12. Demostrar que A x B es conexo por caminos si y solo si Ay B lo son.
Solucién: =) Consideramos las proyecciones p; : AX B — Ay py: AX B — Y que

sabemos que son continuas y sobreyectivas.
Entonces, como A x B es conexo por caminos, también lo son Ay B.

<) Sean (x1,y1), (x2,y2) dos puntos de X x Y.
Consideramos el punto (xi, y»).

Como Y es conexo por caminos existe o : [0,1] — Y continua tal que a(0) = y,
a(1) = y». Entonces o : [0,1] — X x Y dada por o/(t) = (x1, a(t)) es un camino de
(x1,51) a (1, y2).

Como X es conexo por caminos existe 5 : [0,1] — X continua tal que 5(0) = x,
a(1l) = x,. Entonces 8" : [0,1] — X X Y dada por 5'(t) = (5(t),y1) es un camino de
(x1,52) a (2, y2).

1
a(2t) sio<t< =

Entonces v : [0,1] x X x Y dada por v(t) = 1 2 es un camino
B2t —1) si§§t§1

de (x1,y1) a (x2, y2).
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Espacios conexos
Ejercicios
Ejercicio 13. Calcular las componentes conexas por caminos de (R, 7T,)).

Solucién: Las componentes conexas por caminos de (R,77)) son los puntos pues
sabemos que las componentes conexas son los puntos y, como conexo por caminos implica
conexo, las componentes conexas por caminos estan contenidas en componentes conexas.

Ejercicio 14. Demostrar que dos espacios homeomorfos han de tener el mismo nimero
de componentes conexas por caminos.

Solucion: Sea f : X — Y es un homeomorfismo. Sean By, B,, ..., B,, las componentes
conexas por caminos de X y sean (i, Gy, ..., C, las componentes conexas por caminos
de Y.

Como f es continua, manda conjuntos conexos por caminos en conjuntos conexos por
caminos. Por tanto, paracadai € {1,2..., m}existej € {1,2...,n} tal que f(B;) C C,.
Como f es suprayectiva ha de ser m > n.

Andlogamente, de se f~! continua y suprayectiva se deduce que m < n.

Por tanto, m = n.
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